Université
franco-allemande
Deutsch-Franzdsische
Hochschule

Généralisation non-commutative de résultats
probabilistes issus de la théorie des représentations

Pierre Tarago
Le sujet de cette these est la généralisation non-commutative de résultats probabilistes
venant de la théorie des représentations. Les résultats obtenus se divisent en trois parties

qui sont résumées ici.

Groupes quantigues easy et calcul de Weingarten: La théorie des représentations de

certains groupes et groupes guantiques orthogonaux compacts mettent en jeu un méme
objet combinatoire, les partitions d’ensembles finis. Ceci est le cas pour le groupe
orthogonal et le groupe symétrique, ainsi que pour le groupe orthogonal libre et le groupe
symétrique libre: ces deux derniers sont des groupes quantiques qui ont été introduits par
Wang [13, 14] comme version non-commutative de leur homologue classique. Banica et
Speicher ont généralisé ces exemples en définissant les groupes quantiques easy. Il y a
dans cette classe deux situations extrémes: celle ou™ le groupe quantique est un groupe
classique et celle ou’ la théorie des représentations du groupe est décrite par des partitions
non-croisées. Dans ce dernier cas, le groupe quantique est dit libre. La classification de
tous les groupes quantiques easy orthogonaux dans le cas classique et libre a été initiée
par Banica et Speicher, puis complétée par Weber [3, 15]. Dans un troisieme temps, Raum
et Weber [10] ont réussi a classifier 'ensemble des groupes quantiques easy orthogonaux.
Pour un tel groupe quantique, le calcul de Weingarten [5] donne un moyen efficace de
calculer les intégrales par rapport a I'état de Haar. Avec l'aide du calcul de Weingarten,
Banica, Curran et Speicher [2] ont pu obtenir plusieurs resultats probabilistes dans le cas
des groupes quantiques easy libres ou classiques: par exemple, ils ont étendu a
'ensemble de ces groupes quantiques les théorémes asymptotiques de Diaconis et
Shahshahani [6] sur les traces des groupes orthogonaux et symétriques.

Dans la premiere partie de la thése, le concept de groupe quantique easy est étendu au
cas unitaire. Tout d’abord, nous donnons une classification de I'ensemble des groupes
guantiqgues easy unitaires dans le cas libre et classique. Nous étendons ensuite les

résultats probabilistes de Banica, Curran et Speicher au cas unitaire.



Produit en couronne libre: Le produit en couronne libre est une construction algébrique dué

a Bichon [4] qui associe un groupe quantique compact & un sous-groupe quantique du
groupe symétrique libre pour créer un nouveau groupe quantique, d’'une maniére analogue
au produit en couronne classique. Alors que la mesure de Haar d’'un produit en couronne
classique a une expression simple en fonction des mesures de Haar des groupes initiaux, il
n’y a dans le cas libre aucun moyen d’obtenir une formulation explicite de I'état de Haar.
Banica et Bichon [1] ont conjecturé que la loi du caractére fondamental d’'un produit en
couronne libre est dans certains cas la convolution multiplicative libre des lois de caractére
des groupes quantiques initiaux.

La deuxieme partie de la thése est consacrée a une étude plus approfondie du produit en
couronne libre. Dans un premier temps, nous décrivons les entrelaceurs des
représentations dans le cas particulier d’'un produit en couronne libre avec le groupe
symétrique libre: cette description permet également d'obtenir plusieurs résultats
probabilistes. Dans un deuxiéme temps, nous établissons un lien entre le produit en
couronne libre et les algébres planaires: ce lien méne une preuve de la conjecture de

Banica et Bichon précitée.

Frontiére de Martin du graph Z: Le graphe de Young est un graphe qui encode la structure

multiplicative de 'anneau des fonctions symétriques dans la base de Schur [11, 12, 9]. Cet
anneau, également défini comme 'anneau commutatif universel engendré par un nombre
infini et denombrable de variables, joue un role important dans la théorie des
représentations du groupe symeétrique et du groupe unitaire. En retirant la condition de
commutativité de cet anneau, on obtient un nouvel anneau non-commutatif qui a été
introduit [7] comme l'anneau des fonctions symétriques non-commutatives. Un résultat
fondamental est qu’on peut associer a cet anneau non-commutatif un anneau commutatif,
'anneau des fonctions quasi-symétriques, qui présente un structure combinatoire similaire
a celle de I'anneau des fonctions symétriques. L’anneau des fonctions quasi-symétriques
posséde ainsi une base semblable a la base de Schur, la base des fonctions
fondamentales quasi-symétriques.

Dans la troisieme partie de la thése, nous étudions un analogue du graphe de Young qui
encode la structure multiplicative de la base des fonctions quasi-symétriques
fondamentales. La frontiere minimale de ce graphe a déja été décrite par Gnedin et
Olshanski [8]. Nous prouvons que la frontiere minimale coincide avec la frontiére de
Martin. Au cours de cette preuve, nous montrons plusieurs résultats combinatoires

asymptotiques concernant les diagrammes de Young en ruban.
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